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Development of the constitutive law and the thermo-mechanical coupled
scheme for thermoplastic resins
Seishiro MATSUBARA
A method of strongly coupled analyses along with a constitutive law for amorphous poly-
mers typifying thermoplastic (TP) resins is developed to simulate their thermo-mechanical
responses in both glassy and rubbery states under a wide range of temperatures and strain
rates in consideration of self-generated heat. The method is applied to microstructural analy-
ses within the framework of computational homogenization to characterize the macroscopic
thermo-mechanical behavior of fiber reinforced thermoplastics (FRTP), which necessarily
reflects the unsteady microscopic thermal and mechanical responses involving self-generated
heat caused by deformations of the polymeric matrix.
The proposed constitutive model is constructed by combining viscoplastic with viscoelas-
tic rheology elements following the multi-mechanism theory. The generalized Maxwell
model is employed to represent the temperature-dependent elastic properties across the glass-
transition temperature and viscous effects to reproduce the elastic hysteresis and strain re-
covery phenomena. The viscoplastic part of the model to represent the flow rule follows the
co-operative model proposed by Richeton et al. [Polymer, 2005] to deal with the transition
between glassy and rubbery states and is composed of isotropic and kinematic hardening
devices to reproduce the hardening phenomena peculiar to amorphous polymers. The evo-
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lution law for the isotropic hardening behavior is introduced to realize both the dependency
on viscoplastic deformation rates and the strain softening behavior. On the other hand, a free
energy typically utilized in rubber elasticity is employed for the kinematic hardening device
to simulate the orientation hardening behavior, which is analogous to that in rubber elasticity.
The formulation of the proposed constitutive law ensuring the thermodynamical consistency
so as to amenable to the theory of Coleman and Noll [J. Chem. Phys., 1967].
The first feature of the proposed constitutive law is that the viscoelasticity and the vis-
coplasticity influence each other due to multiplicative decomposition of the total deforma-
tion gradient. The viscoelastic response is dominant at temperature above the glass transition
temperature, whereas the viscoplastic flow is dominant at temperature below it. Thanks to
this feature, the proposed constitutive law enables us to simulate the phenomenon such that
the amount of strain recovery increases during unloading and with no-load processes at the
rubbery state. The second feature is that the viscoplastic isotropic hardening behavior re-
flects the relaxation modulus so as to depend on both strain rates and temperatures. It is,
therefore, possible to simulate not only the viscoplastic isotropic hardening behavior under a
wide range of temperatures including the glass-transition temperature, but also the hardening
behavior that transitions between glassy and rubbery states depending on strain rates.
The material parameters used in the proposed constitutive law are identified to represent
the thermo-mechanical behavior of polycarbonate (PC), for which various experiments were
conducted. The necessary data for the identification were obtained by the dynamic mechan-
ical analysis (DMA) and by the uniaxial tensile/unloading/no-load tests with various strain
rates. To demonstrate the capability and performance of the proposed constitutive law, which
reflects the noteworthy features of the multi-mechanism theory, each of the rheology ele-
ments is gradually made active and eventually constitutes the whole mechanism represented
iv
by the model so that their respective roles can be illustrated. Also, numerical simulations of
uniaxial tensile/unloading/no-load tests at different temperatures and strain rates for PC are
carried out to demonstrate the applicability for practical use.
Next, to realize fully thermo-mechanical coupled analyses, the proposed constitutive law
along with the self-heating effect is incorporated into the incremental variational formula-
tion, which was proposed by Yang et al. [J. Mech. Phys., 2016]. The proposed framework
is accomplished by the introduction of all the energy functions corresponding to the pro-
posed constitutive law in accordance with the thermodynamics requirements. Thanks to the
accordance, the formulation enables us to calculate proper amount of self-generated heat in
response to the constitutive behavior. To be more specific, the energy functions necessary
for the formulation are the free energies and the dual dissipation potentials. Each of the
free energies corresponds to the proposed constitutive law explained above, whereas each of
the dual dissipation potentials also contribute in the constitutive law, but mainly produces
self-generated heat that can be supplied as a heat source in the associated heat conduction
problem. These dual dissipation potentials along with the rate of the free energies are used to
define the incremental potential. In this regard, Legendre-Fenchel transformation has been
performed for the derivation of these dual dissipation potentials by maximizing the dissipa-
tion energies with respect to the corresponding thermodynamical driving forces. In particu-
lar, in the track of the Perzyna type viscoplastic regularization, the viscoplastic dissipation
potential is defined as a regularized function with the yield function and the plastic poten-
tial being independent variables. Owing to the thermodynamical consistency, it is proven
that the first variation of the incremental potential with respect to the state variables yields
to the proposed constitutive law. Fully coupled thermo-mechanical analyses are carried out
to demonstrate the capability to simulate the actual uniaxial tensile tests conducted for a
v
PC specimen. Then, the results are compared with those obtained by deformation analyses
only to examine the influence of heat conduction with self-generated heat ion the mechanical
behavior. At the same time, the performance of the proposed method for strongly coupled
analyses is assessed by comparing the temperature rise with that measured with a thermo-
DIC device.
The last part in this thesis is devoted to the characterization of the macroscopic thermo-
mechanical behavior of FRTP, which is supposed to reflect unsteady heat conduction at a
micro-scale coupled with deformations and deformation-induced self-generated heats. The
proposed constitutive law along with the proposed analysis method developed for amorphous
polymers is used for the numerical material testing (NMT) within the framework of compu-
tational homogenizations. More specifically, the anisotropic material responses at a macro-
scale is evaluated by performing the microscopic analyses of a unit cell with a unidirectional
reinforcement. The phenomenon of interest in this characterization is how the time-evolution
of the microscopic temperature field influences the macroscopic thermo-mechanical behav-
ior. To this end, the NMT results with the strongly coupled analysis method are compared
with those obtained with the self-heating effect, but without microscopic heat conduction.
Moreover, NMTs are performed at different strain rates and different dimensions of unit
cells to see the effect of unsteadiness of heat conduction and deformation at a micro-scale.
In the final section, the concluding remarks are addressed by summarizing the contribu-
































































第 1章 序論 1
1.1 本研究で対象とする材料の概要 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1.1 熱可塑性樹脂の分類 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1.2 繊維強化熱可塑性樹脂（FRTP） . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2 非晶性熱可塑性樹脂の材料構成則 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2.1 材料挙動の概要 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2.2 ガラス域の材料構成則に関する先行研究 . . . . . . . . . . . . . 6
1.2.3 ガラス－ゴム状態の材料構成則に関する先行研究 . . . . . . . . 9
1.3 非晶性熱可塑性樹脂からなる構造物の自己発熱を考慮した熱・機械連成
解析手法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.3.1 非晶性熱可塑性樹脂の自己発熱現象 . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.3.2 熱・機械連成解析手法に関する先行研究 . . . . . . . . . . . . . 14
1.4 FRTPの自己発熱を考慮した熱・機械連成解析手法 . . . . . . . . . . . 16
1.5 本研究の位置づけと目的 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.5.1 非晶性熱可塑性樹脂のガラス－ゴム状態を対象とした材料構成
則に関する本研究の位置づけと目的 . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.5.2 非晶性熱可塑性樹脂の自己発熱を考慮した熱・機械連成解析手
法に関する本研究の位置づけと目的 . . . . . . . . . . . . . . . . 19
xi
1.5.3 FRTPの自己発熱を考慮した熱・機械連成解析手法に関する本研
究の位置づけと目的 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.5.4 本論文の構成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
第 2章 非晶性熱可塑性樹脂の粘弾性・粘塑性複合構成則 27
2.1 はじめに . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.2 運動学的変数の定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.2.1 変形勾配の粘弾性・粘塑性乗算分解 . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.2.2 各種運動学的変数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.3 熱力学的定式化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.3.1 自由エネルギーの定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.3.2 散逸エネルギーの導出 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.4 粘弾性モデル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.4.1 超弾性構成則の具体化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.4.2 粘弾性モデルの導出 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.4.3 純弾性モデルの定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.5 粘塑性モデル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.5.1 粘塑性流れ駆動力の具体化と粘塑性流れの発展則 . . . . . . . . 44
2.6 粘弾性・粘塑性複合構成則の基本的な性能の検証 . . . . . . . . . . . . 48
2.7 動的粘弾性試験による粘弾性材料パラメータ同定 . . . . . . . . . . . . 51
2.8 負荷・除荷引張試験による粘塑性材料パラメータ同定 . . . . . . . . . . 55
2.8.1 引張試験解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
2.8.2 負荷・除荷・保持試験解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
2.9 環境温度依存性に関する表現性能の検証 . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
2.10 まとめ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
xii
第 3章 非晶性熱可塑性樹脂の熱・機械連成解析 93
3.1 はじめに . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
3.2 熱・機械連成増分ポテンシャル法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
3.2.1 熱・機械連成増分ポテンシャル問題の定式化 . . . . . . . . . . . 94
3.2.2 増分ポテンシャル問題の Euler-Lagrange方程式 . . . . . . . . . 97
3.3 非晶性熱可塑性樹脂の双対散逸ポテンシャル . . . . . . . . . . . . . . . 99
3.4 熱・機械連成増分ポテンシャルの停留条件と支配方程式 . . . . . . . . 104
3.5 数値解析例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
3.5.1 熱・機械連成増分問題の検証例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
3.5.2 PCに対する引張試験の再現解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
3.6 まとめ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
第 4章 FRTPに対するミクロ構造の非定常性を考慮した数値材料試験 127
4.1 はじめに . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
4.2 熱・機械連成解析による数値材料試験 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
4.3 ミクロ構造内の非定常性が巨視的力学応答に及ぼす影響 . . . . . . . . 130
4.4 負荷速度に対する依存性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
4.5 ユニットセルの寸法依存性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
4.6 まとめ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
第 5章 結論 151
補遺A 数値計算アルゴリズム 157




1.1 各種材料の密度とヤング率の一般的な値 1,2) . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.1 PCのせん断弾性率と緩和時間の同定結果 . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
2.2 負荷・除荷引張試験の制御条件 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
2.3 PCの粘塑性材料パラメータの同定結果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
3.1 αチタニウム合金の材料パラメータ 84) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
3.2 PCの熱に関する材料パラメータ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
4.1 繊維材の材料パラメータ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
xiv
図　目　次
1.1 分子鎖の形状 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.2 高分子材料の分類 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.3 樹脂内部の分子鎖組織構造 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.4 非晶性熱可塑性樹脂のガラス－ゴム状態における力学挙動 . . . . . . . 26
1.5 Argon16,17)の二重キンク理論 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.1 提案する粘弾性・粘塑性複合構成則のレオロジーモデル . . . . . . . . 66
2.2 提案する粘弾性・粘塑性複合構成則のまとめ . . . . . . . . . . . . . . . 67
2.3 複数の負荷速度水準 (a)もしくは環境温度水準 (b)の条件下で粘弾性モ
デルのみを考慮した一様引張解析から得られた真応力－真ひずみ関係 . 68
2.4 複数の負荷速度水準 (a)もしくは環境温度水準 (b)の条件下で粘弾性モ
デルに粘塑性等方硬化モデルを考慮した一様引張解析から得られた真応
力－真ひずみ関係 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
2.5 複数の負荷速度水準 (a)もしくは環境温度水準 (b)の条件下で粘弾性モ
デルに粘塑性等方・移動硬化モデルを考慮した一様引張解析から得られ
た真応力－真ひずみ関係 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
2.6 環境温度 160[deg]における複数の負荷速度水準の条件下で粘弾性モデル
に粘塑性等方・移動硬化モデルを考慮した一様引張解析から得られた真
応力－真ひずみ関係 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
2.7 ポリカーボネートに対する動的粘弾性試験の結果 14) . . . . . . . . . . . 70
2.8 ガラス域における貯蔵弾性率と損失弾性率 14) . . . . . . . . . . . . . . . 70
2.9 WLF式のシフトファクター . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
2.10 一般化WLF式のシフトファクター . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
xv
2.11 ポリカーボネートの動的粘弾性試験から得られた貯蔵弾性率と損失弾性
率および損失正接のマスターカーブとそのカーブフィット結果 . . . . . 72
2.12 同定結果から算定した緩和スペクトル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
2.13 同定結果から算定した緩和弾性率 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
2.14 ポリカーボネートに対する負荷・除荷引張試験の実験結果 14) . . . . . . 76
2.15 R-20型切欠き付き試験片の有限要素モデルと境界条件 . . . . . . . . . 76
2.16 同定したパラメータによる引張試験の再現解析の結果と実験結果の比較
（真応力－真ひずみ関係） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
2.17 同定したパラメータによる引張試験の再現解析の結果と実験結果の比較
（公称応力－変位関係） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
2.18 同定したパラメータによる引張試験の再現解析で得られた試験片モデル
の変形形状およびX方向真応力と等価粘塑性ひずみ分布の推移（[A]～
[E]は図 2.13(b)中の各記号に対応） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
2.19 同定したパラメータによる引張試験の再現解析の結果と実験結果の比較
（等価粘塑性ひずみ－真ひずみ関係） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
2.20 同定したパラメータによる引張試験の再現解析で得られた等価応力と降
伏応力の推移 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
2.21 同定したパラメータによる引張試験の再現解析で得られたせん断降伏応
力の推移 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
2.22 同定したパラメータによる引張試験の再現解析で得られた背応力の推移 84
2.23 同定したパラメータによる 1[mm]除荷試験の再現解析の結果と実験結
果の比較（真応力－真ひずみ関係） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
2.24 同定したパラメータによる 3[mm]除荷試験の再現解析の結果と実験結




移（[F]～[I]は図 2.20(b)中の各記号に対応） . . . . . . . . . . . . . . . 87
2.26 同定したパラメータによる環境温度 50，75[deg]における負荷速度別の
3[mm]除荷試験の再現解析の結果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
2.27 同定したパラメータによる環境温度 100，120[deg]における負荷速度別
の 3[mm]除荷試験の再現解析の結果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
2.28 同定したパラメータによる環境温度 140，150[deg]における負荷速度別
の 3[mm]除荷試験の再現解析の結果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
2.29 同定したパラメータによる環境温度 155，160[deg]における負荷速度別
の 3[mm]除荷試験の再現解析の結果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
3.1 一般散逸固体（連続体）モデルと境界条件 . . . . . . . . . . . . . . . . 114
3.2 熱・機械連成増分ポテンシャルの変分構造と停留点問題 . . . . . . . . 114
3.3 熱力学的過程から観察した熱・機械連成増分ポテンシャル法の論理 . . 115
3.4 熱・機械連成－粘弾性・粘塑性複合増分ポテンシャルモデルのまとめ（１）116
3.5 熱・機械連成－粘弾性・粘塑性複合増分ポテンシャルモデルのまとめ（２）117
3.6 αチタニウム合金の熱・機械連成増分ポテンシャルモデルのまとめ 84) 118
3.7 検証例題 84)における解析結果と実験結果 111)の真応力－真ひずみ関係の
比較 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
3.8 検証例題 84)における解析結果と実験結果 111)の温度上昇－真ひずみ関係
の比較 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
3.9 ポリカーボネートの R-20型切欠き付き試験片の有限要素モデルと境界




的な変形形状とX方向真応力分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
3.12 引張試験に対する負荷速度別の再現解析で得られた試験片モデルの最終
的な変形形状と温度分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
3.13 引張試験の再現解析で得られた真応力－真ひずみ関係の比較 . . . . . . 123
3.14 引張試験の再現解析で得られた降伏応力－真ひずみ関係の比較 . . . . . 124
3.15 引張試験の再現解析で得られた粘塑性乗数－真ひずみ関係の比較 . . . 124
3.16 引張試験に対する負荷速度別の再現解析で得られた温度上昇量のDIC計
測結果との比較 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
4.1 数値材料試験における各マクロ変形モード . . . . . . . . . . . . . . . . 138
4.2 一方向強化材モデル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
4.3 数値材料試験結果：マクロ真応力－マクロ真ひずみ関係 . . . . . . . . 139
4.4 数値材料試験結果：マクロ温度－マクロ真ひずみ関係 . . . . . . . . . . 140
4.5 XX-tensileを負荷した数値材料試験で得られたユニットセルの変形形状
とミクロ真応力のX垂直方向成分の分布（[A]～[D]は図 4.3(a)中の各記
号に対応） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
4.6 XX-tensileを負荷した数値材料試験で得られたユニットセルの変形形状
と温度分布（[A]～[D]は図 4.4(a)中の各記号に対応） . . . . . . . . . . 142
4.7 XY-shearを負荷した数値材料試験で得られたユニットセルの変形形状と
ミクロ真応力のXY面のせん断方向成分の分布（[A]～[D]は図 4.3(c)中
の各記号に対応） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
4.8 XY-shearを負荷した数値材料試験で得られたユニットセルの変形形状と
温度分布（[A]～[D]は図 4.4(c)中の各記号に対応） . . . . . . . . . . . 144
4.9 負荷速度別の数値材料試験結果：マクロ真応力－マクロ真ひずみ関係 . 145
xviii
4.10 負荷速度別の数値材料試験結果：マクロ温度－マクロ真ひずみ関係 . . 146
4.11 負荷速度別のXX-tensileを負荷した数値材料試験で得られたユニットセ
ルの変形形状とミクロ真応力の X垂直方向成分の分布（[A]～[D]は図
4.9(a)中の各記号に対応） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
4.12 負荷速度別のXX-tensileを負荷した数値材料試験で得られたユニットセ
ルの変形形状と温度分布（[A]～[D]は図 4.10(a)中の各記号に対応） . 148
4.13 ユニットセル寸法別の数値材料試験結果：マクロ真応力－マクロ真ひず
み関係 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
4.14 ユニットセル寸法別の数値材料試験結果：マクロ温度－マクロ真ひずみ
関係 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
A.1 Return-mapping方程式の求解に必要な各種試行変数 . . . . . . . . . . . 161
A.2 Return-mapping方程式の求解アルゴリズム . . . . . . . . . . . . . . . . 162
xix
写　真　目　次






























































































































































































































































































































































































































































































































































表– 1.1 各種材料の密度とヤング率の一般的な値 1,2)
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時間 t = t0において 3次元ユークリッド空間 R3内に滑らかな境界 ∂B0を有する参照
配置の連続体 B0 ⊂ R3を考え，その各物質点を X ∈ B0とする．このとき，時間 tにおけ
る現配置の連続体 Btは一対一対応のなめらかな運動 ϕ : B0 × [t0, t] → Bt ⊂ R3によって
定義され，現時刻に対応する各物質点 x ∈ Btは参照配置の物質点 Xと時間 tの関数と
して，x = ϕ (X, t)のように表現される．同時に，現配置の物質点 xは変位 u = u (X, t)
を定義することによって x = u + Xとされる．また，参照配置と現配置に，それぞれ
正規直交基底 [EI , I = 1, 2, 3]と [ei, i = 1, 2, 3]で構成されるデカルト座標系O −XYZと
o − xyzを設定したとき，各配置における物質点はそれぞれ X = XIEI と x = xieiで記
述される．さらに，各配置 B0, Btに対して物質点 X, x近傍で定義される接線ベクトル
dX, dxの間で線形写像 dx = FdXとなるような変形勾配 Fを次式で定義する．
F ≡ ∇Xϕ (X, t) (2.1)
ただし，連続体内の任意の物質点 Xにおける変形勾配は正則であるとする（体積ヤコ
ビアン J = det (F) > 0）．なお，本研究では関数 f (a)の aに対する勾配を ∇a f (a)に
統一して記述する．最後に，連続体内の一点の温度状態を物質表示 θ ≡ θ (X, t) ∈ R+ =
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ことによって構成される．まず，本レオロジーモデルを参照して変形勾配を次式のよ
うに乗算分解する 97,98)．
F = FveFvp (2.2)
ここで，Fveと Fvpはそれぞれ一般化Maxwell要素に作用する粘弾性変形勾配と粘塑性
要素に作用する粘塑性変形勾配である．また，物質点 X上の接線ベクトル dXに粘塑性








J = JveJvp, F¯ = F¯veF¯vp (2.4)




Jvp = 1 (2.5)










F = VveRveRvpUvp (2.7)
= VveRUvp (2.8)
つまり，参照配置の連続体 B0の物質点 Xにおける局所的な変形は，その接線ベクトル
dXが Uvpによる粘塑性的な引き延ばしを受けた後，回転 R = RveRvpによって現配置
Btを参照とする量に変換され，Vveによって粘弾性的な引き延ばしを受けて実現する．
したがって，変形勾配の極分解 F = RU = VRのように物体に作用する変形を単に回
転と引き延ばしに分解することはできない．また，変形勾配に対する右Cauchy-Green
テンソルは次式で得られる．
C = FTF = (Fvp)T CveFvp (2.9)
ここで，Cveは次式で定義される粘弾性右 Cauchy-Greenテンソルである．
Cve ≡ (Fve)T Fve = (Uve)2 (2.10)
同時に粘塑性左 Cauchy-Greenテンソル bvpを次式で定義する．
bvp ≡ Fvp (Fvp)T = (Vvp)2 (2.11)
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さらに，全速度勾配は，次式のように加算分解形式で与えられる．
l = F˙F−1 = lve + Fve lvp (Fve)−1 (2.12)
ここで，lve, lvpはそれぞれ次式で定義される粘弾性速度勾配と粘塑性速度勾配である．
lve ≡ F˙ve (Fve)−1 , lvp ≡ F˙vp (Fvp)−1 (2.13)
また，2階のテンソル •の対称部分と反対称部分を，それぞれ sym (•)，skew (•)で表す
ことで各速度勾配 l, lve, lvpは，対応する変形速度，スピンテンソルを用いてそれぞれ
次式で得られる．
l = sym (l) + skew (l) = d + w (2.14)
lve = sym (lve) + skew (lve) = dve + wve (2.15)
lvp = sym (lvp) + skew (lvp) = dvp + wvp (2.16)
ここで本研究では，提案する粘弾性・粘塑性複合構成則に等方性を仮定し，次式のよ
うに粘塑性変形が非回転であるとする．
wvp = 0 (2.17)
このとき，次式で示されるように粘塑性回転 Rvpは定数となる．
R˙vp = wvpRvp = 0 → Rvp = const. (2.18)
したがって本研究では，粘塑性回転を Rvp = 1と仮定することで，粘塑性変形が非回転
であるとする．なお，1は 2階の単位テンソルである．さらに，粘塑性非圧縮性の仮定
より
J˙vp = Jvptr (lvp) = 0 → tr (lvp) = 0 (2.19)
33
が成立するため，粘塑性速度勾配に非圧縮性を考慮すると次式が得られる．
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vp) + ψvpkin (F





















∇ΓαvolψΓ˙αvol + ∇Γαdevψ : Γ˙αdev
)
+ ∇Fvpψ : F˙vp + ∇ξvpψξ˙vp + ∇θψθ˙ (2.25)
2.3.2 散逸エネルギーの導出
配置 B0を参照とする Clausius-Duhemの散逸不等式は次式で与えられる．




+ G · Q ≥ 0 (2.26)
ここで，P, ρ0, G = − (∇Xθ) /θ, Qはそれぞれ第一 Piola-Kirchhoff応力，初期質量密度，
正規化温度勾配，熱流束である．このとき，式 (2.25)を式 (2.26)に代入し，次式で定義
される超弾性構成則とエントロピー密度式
P ≡ ∇F (ρ0ψ) (2.27)






∇Γαvol (ρ0ψ) Γ˙αvol + ∇Γαdev (ρ0ψ) : Γ˙αdev
)
− ∇Fvp (ρ0ψ) : F˙vp − ∇ξvp (ρ0ψ) ξ˙vp + G · Q ≥ 0






∇Γαvol (ρ0ψ) Γ˙αvol + ∇Γαdev (ρ0ψ) : Γ˙αdev
)
(2.30)
Dvp = −∇Fvp (ρ0ψ) : F˙vp − ∇ξvp (ρ0ψ) ξ˙vp (2.31)
Dht = G · Q (2.32)
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はそれぞれ粘弾性散逸エネルギー，粘塑性散逸エネルギー，熱散逸エネルギーである．
最後に，これまで導入した熱力学的示量変数にエネルギー共役な熱力学的示強変数
を定義する．まず，粘弾性非平衡応力を意味する Γαvol, Γαdev にエネルギー共役な熱力学
的示強変数を次式で定義する．
Rαvol ≡ −∇Γαvol (ρ0ψ) (2.33)
















Pvp ≡ −∇Fvp (ρ0ψ) (2.36)
qvp ≡ −∇ξvp (ρ0ψ) (2.37)
このとき，式 (2.22)を考慮すると粘塑性散逸エネルギーは次式のようになる．
Dvp = Pvp : F˙vp + qvpξ˙vp
= Pvp (Fvp)T : F˙vp (Fvp)-1 + qvpξ˙vp





























































































































= (Fve)−T Mvedev (F
ve)T






































































































ここで，N∗(i), λ(i)U¯veはそれぞれ U¯veの主軸と U¯veの固有値である．また，A∗は主軸空間
からデカルト座標系O∗ −X∗Y∗Z∗への変換行列であり，基底 EIを用いて次式のように
与えられる．

















































) = 2Gαδαβ (1 ⊗ 1) (2.48)
ここで，δαβはKroneckerのデルタであり，Kα > 0, Gα > 0はそれぞれα番目のMaxwell
要素に対応する体積弾性係数とせん断弾性係数である．これらの式を粘性変形Γβvol, Γβdev
ついて積分すると粘性変形と粘弾性非平衡応力の関係がそれぞれ次式のように得られる．
Rαvol = −KαΓαvol − A(1)vol (J, θ) (2.49)





















































































































ここで，γα, ψ∞vol, ψ∞dev, M∞vol, M∞devはそれぞれ純弾性要素と各Maxwell要素に対する相
対弾性係数，体積純弾性エネルギー，偏差純弾性エネルギー，体積純弾性Mandel応



















ηαvol (θ) ≡ Kατˆαvol (θ) (2.59)
ηαdev (θ) ≡ 2Gατˆαdev (θ) Idev (2.60)
ここで，τˆαvol (θ) , τˆαdev (θ)はそれぞれ体積，偏差成分に関する緩和時間である．なお，本








































また，式 (2.49)と式 (2.50)に積分定数を代入することで，時刻 tにおける非平衡応力は
次式によっても得られる．
Rαvol = −KαΓαvol + γαM∞vol, Rαdev = −2GαΓαdev + γαM∞dev (2.65)


















 ρ0ψ∞dev (C¯ve) (2.67)






















































































































































vol (J, θ) =
K∞
2


















































































































































































































≡ τeff + qvp + τvol − σ0Y (2.84)



































































= −hξvp = −rvp (2.89)
ここで，









γ˙vp, rvp|t=0→tYield = 0 (2.91)
ここで，hはせん断降伏強さの時間変化率の大きさを規定するパラメータであり，•|t=0→tYield =











































































, Jm > 3.0はそれぞれ粘塑性左Cauchy-Greenテンソルの第一不変
量と分子鎖の伸び切り長さを表すパラメータである．また，µは背応力の剛性値であ




















∣∣∣θ − θg∣∣∣] (2.97)




















































































































































1 − exp {− (b|θR − θ|)c}]
d + exp {− (b|θR − θ|)c} (2.99)
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µ µ µ µ µ β θ θ
  −   = + − − − −      
( )eff vp eff vol vp 0( , , ) Yf r rθ τ τ σ= + − +M { }eff vp eff vp( , ) | ( , , ) 0E r f rσ θ= <M M




















    = − +      
∑ ( ) ( ) ( )220 0 0ˆY Y g g Yσ α θ θ θ θ β
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    = − +      
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− −  = −   
M I b
図– 2.2 提案する粘弾性・粘塑性複合構成則のまとめ
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(a) Rate dependence (b) Temperature dependence
Ambient temperature : 30 [deg] deformation rate : 0.1 [mm/s]
図– 2.3 複数の負荷速度水準 (a)もしくは環境温度水準 (b)の条件下で粘弾性モデルの
みを考慮した一様引張解析から得られた真応力－真ひずみ関係






























(a) Rate dependence (b) Temperature dependence




Ambient temperature : 30 [deg] deformation rate : 0.1 [mm/s]
































(a) Rate dependence (b) Temperature dependence




Ambient temperature : 30 [deg] deformation rate : 0.1 [mm/s]
図– 2.5 複数の負荷速度水準 (a)もしくは環境温度水準 (b)の条件下で粘弾性モデルに
粘塑性等方・移動硬化モデルを考慮した一様引張解析から得られた真応力－真
ひずみ関係












(b) Viscoelasticity + Isotropic hardening + Kinematic hardening





Ambient temperature : 160 [deg]
図– 2.6 環境温度 160[deg]における複数の負荷速度水準の条件下で粘弾性モデルに粘塑
性等方・移動硬化モデルを考慮した一様引張解析から得られた真応力－真ひず
み関係










































Melting phaseRubber phaseTransition phaseGlass phase























































































Melting phaseRubber phaseTransition phaseGlass phase
図– 2.10 一般化WLF式のシフトファクター































































































































































Reduced angular velocity  [rad/sec]
Reduced angular velocity  [rad/sec]










No. Gα[MPa] τα[s] No. Gα[MPa] τα[s]
1 27.557 3.938 × 10−13 12 3.5628 2.041 × 10−4
2 29.761 10.00 × 10−12 13 1.4268 1.049 × 10−3
3 30.302 8.804 × 10−11 14 1.0167 4.179 × 10−3
4 37.979 6.520 × 10−10 15 0.6876 2.209 × 10−2
5 50.404 4.690 × 10−9 16 0.5843 9.676 × 10−2
6 77.752 3.712 × 10−8 17 0.4850 3.451 × 10−1
7 149.04 3.086 × 10−7 18 0.5680 1, 056 × 100
8 265.07 2.106 × 10−6 19 0.7060 3.235 × 100
9 178.65 1.001 × 10−5 20 0.6993 1.235 × 101
10 30.000 3.452 × 10−5 21 0.4727 4.471 × 101
11 7.9185 1.010 × 10−5 22 0.1013 1.012 × 102





















































































変位量／変位速度 [mm/min] 0.3 3.0 30.0 300.0
引張 ○ ○ ○ ○
1[mm]負荷・除荷・保持 ○ ○ ○ ○
3[mm]負荷・除荷・保持 ○ ○ ○ 実験不能
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0.3 3.0 30 300 [mm/min]




















































(c) Loading up to 3mm - unloading - holding with no load
(a) Loading up to rupture


























0 [/s] ∆H [J/mol] A [mm
3]
Identified result 6.5 × 10−5 1.2 × 10−4 1.29 × 1018 5.77 × 104 4.98 × 10−20
Parameter m α ζc α0Y [MPa/K] β
0
Y [K]
Identified result 0.146 0.01 0.02 1.065 × 10−6 75.0





Identified result 1350 6.6 1.4497 × 10−6 75.0 1.75
Parameter µg [MPa] µr [MPa] βback Wback Jm
Identified result 18.0 0.4 1.5 × 10−3 5.8 5.8
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0.0 126.4 0.0 0.59
[MPa]











































































































































































































































































































Shear yield strength of steady state 
Shear yield strength
Shear yield strength of steady state 
Shear yield strength
Shear yield strength of steady state 
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(a) 0.3 [mm/min] (b) 3.0 [mm/min]
(c) 30 [mm/min] (d) 300 [mm/min]
図– 2.23 同定したパラメータによる 1[mm]除荷試験の再現解析の結果と実験結果の比
較（真応力－真ひずみ関係）












































































(a) 0.3 [mm/min] (b) 3.0 [mm/min]
(c) 30 [mm/min] (d) 300 [mm/min]
図– 2.24 同定したパラメータによる 3[mm]除荷試験の再現解析の結果と実験結果の比
較（真応力－真ひずみ関係）
87
-11.78 77.96 0.0 0.59
[MPa]
















図– 2.25 同定したパラメータによる 3[mm]除荷試験の再現解析で得られた試験片モデ
ルの変形形状およびX方向真応力と等価粘塑性ひずみ分布の推移（[F]～[I]は
図 2.20(b)中の各記号に対応）




















































(b) Identification results of 75[deg]
(c) Experimental results of 50[deg] (d) Experimental results of 75[deg]

















0 1 2 3
図– 2.26 同定したパラメータによる環境温度 50，75[deg]における負荷速度別の 3[mm]
除荷試験の再現解析の結果
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(a) Identification results of 100[deg] (b) Identification results of 120[deg]
(c) Experimental results of 100[deg] (d) Experimental results of 120[deg]
0.33.0 30 300 [mm/min]
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図– 2.27 同定したパラメータによる環境温度 100，120[deg] における負荷速度別の
3[mm]除荷試験の再現解析の結果
90 第 2章 非晶性熱可塑性樹脂の粘弾性・粘塑性複合構成則
0 1 2 3
Displacement [mm]
(a) Identification results of 140[deg]
0 1 2 3
Displacement [mm]
(b) Identification results of 150[deg]
(c) Experimental results of 140[deg] (d) Experimental results of 150[deg]































































図– 2.28 同定したパラメータによる環境温度 140，150[deg] における負荷速度別の
3[mm]除荷試験の再現解析の結果
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(a) Identification results of 155[deg]













(b) Identification results of 160[deg]
(c) Experimental results of 155[deg] (d) Experimental results of 160[deg]









































図– 2.29 同定したパラメータによる環境温度 155，160[deg] における負荷速度別の
3[mm]除荷試験の再現解析の結果














































ϕ˙, T, θ, η˙, Z˙
)
dt (3.1)
ここで，•t0→t1は •の時刻 t0から t1までにおける変化量として定義する．さらに，ϕ˙ =
Dϕ
Dt , T はそれぞれ物質点 Xの運動に関する速度と外部温度（熱力学的非平衡温度）で
95
あり，次式で示すDirichlet条件が課される．
ϕ˙ = ϕ˙D on ∂MDB0 = ∂B0\∂MNB0 (3.2)
T = TD on ∂HDB0 = ∂B0\ (∂HNB0 ∪ ∂HRB0) (3.3)
また，θ, η˙, Z˙はそれぞれ熱力学的平衡温度，エントロピー密度速度，内部変数速度で

















F˙, T, θ, η˙, Z˙
)
dV −G (ϕ˙, T ) (3.4)
ここで，内部ポテンシャル速度Υ
(












− ρ0T η˙ + ϕ
{
f (T, θ) Z˙, θ
}




に関する双対散逸ポテンシャル ϕp ≥ 0は Zと共役な熱力学的内部駆動力を Yとしたと
き，次式の最大塑性散逸の原理によって得られる支持関数となる．
ϕp (Z) = sup
Y
[
Y : Z − ϕˆp (Y)] (3.6)
ここで，ϕˆp (Y) ≥ 0は Yが許容応力の集合に属しているときのみ 0となる標示関数で
ある．
96 第 3章 非晶性熱可塑性樹脂の熱・機械連成解析
一方，G (ϕ˙, T )は次式で示す外部ポテンシャル速度であり，単位時間当たりの外的操
作によって蓄えられる連続体内のエネルギー変化速度である．




ρ0b · ϕ˙dV +
∫
∂MNB0
TN · ϕ˙dA (3.7)































ところで，式 (3.5)中に導入した f (T, θ)は積分因子（Integration factor）と呼ばれ，
大域的ポテンシャル速度 φの変分構造を保証する第二変分の対称条件から得られる微
分方程式を解くことで次式のように唯一に決定される変数である．







































































ϕ˙fix, T fix, η˙, Z˙
)}]
∀X ∈ B0 (3.12)
3.2.2 増分ポテンシャル問題のEuler-Lagrange方程式
Ψt0→t1の第一変分から得られる物質点 Xにおける局所的な支配方程式を示す．まず，



















(−ρ0T η˙ + ϕ − χ) dV −G (ϕ˙, T )
]
dt (3.13)
ここで，e0 = e (t0) , e1 = e (t1)である．また，この第 2式の第一項の外部温度 T に対す
る依存性が無いことを考慮すると，外部温度Tに関するΨt0→t1の第一変分は，時刻 t0か





∇Z˙ϕ : Z˙ − 1T ∇X · Q +
1
T
ρ0h in B0 (3.14)
Q · N = QN on ∂HNB0 (3.15)
Q · N = β (T − TR) on ∂HRB0 (3.16)
このことは，連続体内の非定常熱伝導は常に熱力学的非平衡状態であり，時間連続的
に進展する現象であると解釈できる．





に関する第一変分から時間間隔 t = [t0, t1]における時間離
散的な方程式と時間 t ∈ [t0, t1]における時間連続的な方程式の両方が次式のように得ら
れる．
• 時間間隔 t = [t0, t1]における時間離散的な方程式（熱力学的平衡状態）
∇X · P1 + ρ0b1 = 0 in B0 (3.17)
P1 · N − TN1 = 0 on ∂MNB0 (3.18)
θ1 − T1 = 0 in B0 (3.19)
T1
θ1
∇Z˙ϕ1 − Y1 = 0 in B0 (3.20)
（式中の添字”1”は，時刻 t1での値を意味する）
• 時刻 t ∈ [t0, t1]における時間連続的な方程式（熱力学的非平衡状態）
































Rαvol · Γ˙αvol + Rαdev : Γ˙αdev
)
(3.24)
Dvp = Meff : d¯vp + qvp · ξ˙vp (3.25)
Dht = G · Q (3.26)
本研究では，Dve ≥ 0, Dvp ≥ 0, Dht ≥ 0と仮定し，それぞれ独立なポテンシャル関数を
定義する．
まず，熱散逸エネルギー Dht の熱流束 Q に対する負の Legendre-Fenchel 変換から
Fourierポテンシャル χ (G) ≥ 0が次式のように得られる．
χ (G) = inf
Q
[
χˆ (Q) − Dht
]
(3.27)
ここで，χˆ (Q) ≥ 0は，Fourierポテンシャルと双対関係にある独立変数を熱流束とした
ポテンシャルである．また当然，G = ∇Qχˆ, Q = ∇Gχである．このとき，本研究では熱
流束と負の温度勾配が一定の熱伝導係数によって関係づけられる標準的な Fourier則を
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採用することを意図して，FourierポテンシャルがGに対する狭義の凸関数となるよう
次式で定義する．
χ (G) ≡ κH
2
G · G (3.28)
ここで，G ≡ − 1
θ
∇XT と定義した．また，κHは熱生成係数であり，熱伝導係数 κとの関
係は κ = κH/θによって得られる．














































粘弾性変形 Γ˙αvol, Γ˙αdev に対する勾配は，それぞれ粘弾性非平衡応力 Rαvol, Rαdev に一致す























































qvp = ∇ξ˙vpϕvp (3.32)
d¯vp = ∇Meffϕˆvp
















∈ (+0, +∞) (3.35)





≥ 0 if f ≥ 0
= 0 otherwise
(3.36)
また，Ωˆ ( f + φvp)は，後述するせん断降伏強さ rvpの発展則を導くための付加的なポテ
ンシャルであり，φvpは次式で定義されるような粘塑性ポテンシャルである．

















∇ fhvp+ · ∇qvp f + ∇( f+φ)Ωˆ · ∇qvp ( f + φ)
]
(3.39)
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ここで，粘塑性乗数を





































ところで，抗応力（drag stress）110)を K ≡ kθ/A = K (θ)と定義して，式 (3.35)の粘塑性
























≡ Λ (γ˙vp, θ) (3.45)
さらに，式 (3.33)より，
∇γ˙vpϕ = ∇d¯vpϕvp : ∇γ˙vp d¯vp + ∇ξ˙vpϕvp : ∇γ˙vp ξ˙vp






= τeff + qvp +
(qvp)2
sss






τeff + τvol + qvp − σ0Y = Λ (γ˙vp, θ)
⇔ ∇γ˙vpϕ − (q
vp)2
sss


















































































ここで，Ξ = ηvp/γ˙vp0 である．













































Fenchel変換 e = sup
T








F˙, T˙ , Z˙
)






















































































































































vol − KαΓαvol (3.59)
Rαdev = M
α
dev − 2GαΓαdev (3.60)






f = Λ (γ˙vp, θ) (3.64)
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このことは，エントロピー密度速度と内部変数速度に関する内部ポテンシャル速度の最
小化問題の最適解は非弾性流れの発展則を満足しなければならないことを示している．




























D (ρ0b · ϕ˙) [δϕ˙] dV − ∫
∂MNB0




P : δF˙dV −
∫
B0
ρ0b · δϕ˙dV −
∫
∂MNB0




Dφ [δT ] =
∫
B0



































dV = 0 (3.66)
さらに整理すると最終的に，次式が得られる．∫
B0
ρ0η˙ · δTdV =
∫
B0
















































∞ {∇Tαth (T )}




ln (J) − Γαvol
} (3.69)
ρ0η









































ht (T ) = ρ0c
[












析手法の検証例として StainierとOrtiz84)が行った物質点断熱状態 χ (G) = 0におけるα













































































































































































T ɺɺ ɺη→Ψ Zϕ
( ), , ɺɺ ɺη Zϕ
( )
0 1
eff eff eff eff
, , , 0
t t











T ɺɺ ɺη→Ψ Zϕ
0 0Tθ = 1 1Tθ =
図– 3.3 熱力学的過程から観察した熱・機械連成増分ポテンシャル法の論理
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≧ែኚᩘࡢ᭱㐺ゎ
( ) ( ) ( ) ( )
0
Mech Heat, , , ,
B






G dV dAɺ ɺ ɺρ
∂
= ⋅ + ⋅∫ ∫b Tϕ ϕ ϕ
( )













           = + − −                 
∫ ∫ ∫
( ) ( ) ( )0 0, , , , ,
T
T T Tɺɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺρ ψ ρ η ϕ θ χ
θ
 ϒ = + + −  
F Z F Z Z G
(2.1.1)እຊᡂศ
(2.1.2)⇕౪⤥ᡂศ
( ) ( )vp vp vpvol dev vol dev, , , ,    , ,Γ Γɺ ɺ ɺ ɺα α α αξ γ= =Z F ZΓ Γͤෆ㒊ኚᩘ࡜ࡑࡢ㏿ᗘ
≀యຊ㡯 ⾲㠃ຊ㡯
⾲㠃⇕ఏᑟ㡯 ఏ⇕㡯 እ㒊⇕⏕ᡂ
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図– 3.5 熱・機械連成－粘弾性・粘塑性複合増分ポテンシャルモデルのまとめ（２）
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図– 3.6 αチタニウム合金の熱・機械連成増分ポテンシャルモデルのまとめ 84)
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表– 3.1 αチタニウム合金の材料パラメータ 84)
Parameter θ0 [K] K0 [MPa] K1 [MPa/K] G0 [MPa] G1 [MPa/K]
293.0 128900 0.0 43000 0.0
Parameter αth [/K] n b d σ¯0 [MPa]
8.9 × 10−6 1.0 -4.0 10.0 75.0
Parameter ω0 [/K] ¯ˆσ0 [MPa] ωˆ0 [/K] m n
′





σ¯1 [MPa] ω1 [/K] ¯ˆσ1 [MPa]
5.0 7.0 300.0 0.0008 200.0
Parameter ωˆ1 [/K] σv [MPa] ωv [/K] ε˙0 [/s] c [N ·mm/t · K]
0.0 50.0 0.0006 1.0 5.18 × 108
Parameter ρ0 [t/mm3]
4.5 × 10−9
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図– 3.7 検証例題 84)における解析結果と実験結果 111)の真応力－真ひずみ関係の比較


























Perfect constraint at the surface : “-x”
Enforced displacement at the surface : “+x”
Temperature constraint (30[deg]) at the surface : “-x”
Temperature constraint (30[deg]) at the surface : “+x”




図– 3.9 ポリカーボネートの R-20型切欠き付き試験片の有限要素モデルと境界条件
表– 3.2 PCの熱に関する材料パラメータ





1.26 × 109 0.19
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0.3 30 300 [mm/min]3.0
図– 3.10 引張試験に対する負荷速度別の再現解析で得られた真応力－真ひずみ関係
0.3 [mm/min] 3.0 [mm/min]
30 [mm/min] 300 [mm/min]
0.0 122.4
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Mechanics only Mechanics only


















































































































































Pm (x; y) dy (4.1)





TM (x) ≡ 1|Y0|
∫
Y0







fiber (F, T ) =
λ
2





α + β ln J + γ (I4 − 1)] (I4 − 1) − α2 (I5 − 1)
− 3αthK ln J (T − θ0) + ρ0c
[











tr (C) , I4 = A · CA, I5 = A · C2A (4.4)
なお，Aは繊維材の配向方向を表す単位ベクトルである．また，K, λ, µ, α, β, γは次







a (1 + νt)






2 (1 + νt)
α = µ − Ef
2 (1 + νf)
, β =
ν2t (Et − Ef)
4a (1 + νt)
, γ =
Ef (1 − νt)
8a
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図– 4.1 数値材料試験における各マクロ変形モード
表– 4.1 繊維材の材料パラメータ
Parameter Et [MPa] νt Ef [MPa] νf ρ0 [t/mm3]
1.40 × 104 0.125 2.24 × 105 0.2 1.76 × 10−9


















Standard : W=16  [mm]
Small      : W=1.6 [mm]
図– 4.2 一方向強化材モデル
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(a) XX-tensile (b) ZZ-tensile











[A] [B] [C] [D]
図– 4.3 数値材料試験結果：マクロ真応力－マクロ真ひずみ関係




















Macroscopic true strain Macroscopic true strain

















































































(a) XX-tensile (b) ZZ-tensile






















































































































































































(a) XX-tensile (b) ZZ-tensile
(c) XY-shear (d) YZ-shear
図– 4.9 負荷速度別の数値材料試験結果：マクロ真応力－マクロ真ひずみ関係








































































































(a) XX-tensile (b) ZZ-tensile




































































































































(a) XX-tensile (b) ZZ-tensile



































































































(a) XX-tensile (b) ZZ-tensile























































































































を示す．本アルゴリズムは，後退差分近似された時間 tn+1 = tn +∆tと温度 θn+1 = θn +∆θ
に対して，応力σn+1と粘塑性乗数 ∆γvp = γ˙vp∆tを求めるものである．
まず，次式の return-maping方程式を解く際に必要なステップ“ n + 1”および試行の
各種変数を図–A.1に示す．
























































































































































































































−2 tr (∇∆γvp b¯vpn+1) (A.9)
159
したがって，∇∆γvpMbackn+1 は次式で得られる．















−1 dev (∇∆γvp b¯vpn+1) (A.10)




















































sss|n+1 = sss|n (s∞ss − g sss|n+1)∆γvp
⇔ (1 + g∆γvp) sss|n+1 = sss|n + s∞ss∆γvp









)−1 (1 + g∆γvp)}−1
= F1F−12 (A.14)
160 補遺A 数値計算アルゴリズム


























ここで，∇∆γvpG1 = h (1 + 2g∆γvp) , ∇∆γvpG2 = s∞ss である．以上をまとめると，∇∆γvprvpn+1
は最終的に次式で算出される．
∇∆γvprvpn+1 = hF−12 − F1F−22
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[2] Gradient of return-mapping equation
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 −   ∇ = − ∇    
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